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stage r�ealis�e au Laboratoire de Physique des O
�eans(UMR 6523 CNRS-IFREMER-UBO)sous la dire
tion deThierry Hu
ket Mahdi Ben JelloulF�evrier-Juin 2003



Je remer
ie parti
uli�erement Thierry HUCK et Mahdi BEN JELLOUL pour le tempsqu'ils m'ont 
onsa
r�e. Leurs nombreux 
onseils et expli
ations ont �et�e tr�es pr�e
ieux. En�n, jen'oublierais pas le personnel du Laboratoire de Physique des O
�eans pour leur a

euil et pourleur aide.



Table des mati�eres1 Introdu
tion 42 Formulation upstream 52.1 Analyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52.1.1 Adimensionnalisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62.1.2 �Etats d'�equilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72.1.3 Mesure de la dissipation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82.1.4 R�esultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92.2 �Etude de stabilit�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92.3 M�e
anismes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122.3.1 Salinit�e en tra
eur passif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132.3.2 Salinit�e en tra
eur a
tif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162.3.3 Temp�erature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182.4 In
uen
e du for�
age en eau dou
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192.4.1 Syst�eme 
omplet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192.4.2 Sous-syst�eme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202.5 Int�egration non-lin�eaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213 Formulation 
entr�ee 233.1 Analyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233.1.1 Adimensionnalisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233.1.2 �Etats d'�equilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243.1.3 Mesure de la dissipation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253.1.4 R�esultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253.2 �Etude de stabilit�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263.3 In
uen
e du for�
age en eau dou
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283.4 Int�egration non-lin�eaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294 Con
lusion 33

3



1 Introdu
tionLe 
limat poss�ede de la variabilit�e de di��erente �e
helle, des variations de tr�es longuesp�eriodes, induites par les mouvements plan�etaires (os
illation de l'exentri
it�e de la Terre parexemple), jusqu'�a des variations interannuelles 
omme El Ni~no, ou l'os
illation nord atlan-tique (NAO). Nous allons dans notre �etude nous fo
aliser sur la variabilit�e 
limatique in-terd�e
ennalle. La 
ir
ulation thermohaline poss�ede une �e
helle de temps qui lui permet d'être
andidat �a l'expliquation de 
es variations (Marotzke, 1996).Les di��eren
es latitudinales d'insolation et d'�e
hanges d'eau dou
e entre l'atmosph�ere etl'o
�ean engendrent des gradients g�eographiques de densit�e. Ces gradients de densit�e entrâ�nentune 
ir
ulation o
�eanique de grande �e
helle, la 
ir
ulation thermohaline.Nous nous proposons d'�etudier 
e type de 
ir
ulation dans des mod�eles en bô�tes, o�u la
ir
ulation est induite par des gradients de densit�e. Stommel (1961) a 
lairement illustr�e 
e typede 
ir
ulation dans un mod�ele �a deux bô�tes en y in
luant les m�e
anismes physiques n�e
essairespour illustrer les �equilibres multiples de 
ette 
ir
ulation. Nous utiliserons un mod�ele quelquepeu di��erent, pour faire apparâ�tre des os
illations. En e�et, la sym�etrie des variables detemp�erature et de salinit�e du mod�ele de Stommel (1961) ne permet pas de faire apparâ�tredes os
illations (Ruddi
k et Zhang, 1996). D'autres mod�eles en bô�tes, bas�es sur le mêmetype de 
ir
ulation, ont montr�e l'apparition d'os
illations amorties 
omme pour le mod�ele�a quatre bô�tes de Tziperman et al. (1994). Ce genre de mod�ele peut être for
�e de fa�
onsto
hastique, a�n d'ex
itation de 
es modes (Cessi, 1994; GriÆes et Tziperman, 1995), 
equi a �et�e v�eri��e dans un mod�ele de 
ir
ulation g�en�erale (Sirkes et Tziperman, 2001). Deplus, l'existen
e de bifur
ation de Hopf (Tziperman et al., 1994) nous permet d'esp�erer desos
illations perp�etuelles. A�n de produire des os
illations, on se propose de disym�etriser lesvariables du mod�ele de 
ir
ulation de Stommel (1961) en utilisant deux for�
age de 
ara
t�eresdi��erents pour la temp�erature et la salinit�e et une troisi�eme bô�te, qui permet de g�en�erer desos
illations (Tziperman et Ioannou, 2002).Dans la suite du travail, nous allons �etudier deux formulations di��erentes de la 
ir
ulationdans un mod�ele �a trois bô�tes a�n de retrouver des os
illations et de tester leur robustesse.Ce travail permet de 
ara
t�eriser un os
illateur minimum, en e�et, Stommel (1961) ave
 unmod�ele �a deux bô�tes n'os
ille pas (Ruddi
k et Zhang, 1996) et Tziperman et al. (1994) ave
 unmod�ele �a quatre bô�tes os
ille, nous travaillerons don
 ave
 un mod�ele �a trois bô�tes. Ces deuxformulations minimales seront 
onstruites dans le but de d�eterminer les m�e
anismes induisant
es os
illations et les r�egimes de param�etres leur permettant d'exister.Par une appro
he dynamique de notre syst�eme, nous �evaluerons les di��erents points �xes,pour les deux formulations d'�evolution du syst�eme (x 2.1 et x 3.1). Nous analyserons leur
apa
it�e �a os
iller, par une �etude en perturbations lin�earis�ees (x 2.2 et x 3.2). Puis nous 
a-ra
t�eriserons l'infuen
e des di��erents param�etres de for�
age de la 
ir
ulation thermohaline(x 2.4 et x 3.3), apr�es avoir identi��e les sous-syst�emes minimaux os
illants (x 2.3). Pour 
ha-
unes des formulations nous validerons les r�esultats par des int�egrations non-lin�eaires de nosmod�eles (x 2.5 et x 3.4).
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2 Formulation upstream2.1 AnalyseNous nous proposons d'�etudier les os
illations de la 
ir
ulation thermohaline dans unmod�ele simpli��e. Nous prendrons, i
i, un mod�ele �a trois bô�tes a
tives que nous formule-rons par un s
h�ema adve
tif dit upstream. Ce type de mod�elisation se 
ara
t�erise, dans les�equations, par la n�e
essit�e d'avoir une adve
tion positive, soit une 
ir
ulation d'origine ther-mique, for
�ee pioritairement par le gradient de temp�erature entre les bô�tes. En e�et, la 
ir-
ulation ne peut se faire dans le sens inverse (toujours de l'�equateur au pôle en surfa
e et le
ontraire en profondeur), sous peine de ne plus être en a

ord ave
 les �equations. Les troisbô�tes seront d�e�nies par leur profondeur, leur largeur, leur salinit�e et leur temp�erature. Ainsila premi�ere bô�te, bô�te tropi
ale, 
orrespond �a la thermo
line tropi
ale (H1, L1, T1, S1), ladeuxi�eme 
orrespondant �a une bô�te polaire (H2, L2, T2, S2), et la derni�ere 
orrespondant �aune bô�te tropi
ale abyssale (H3, L3, T3, S3). Seul les deux premi�eres bô�tes sont a�e
t�ees parle for�
age, puisque 
e dernier est purement atmosph�erique et que seul la bô�te abyssale n'estjamais en 
onta
t ave
 la surfa
e. I
i, le for�
age se pr�esente sous deux formes, pour la salinit�e
elui-
i 
orrespond �a un syst�eme d'�evaporation-pr�e
ipitation (FW , qui 
onserve la masse desel dans le syst�eme et pour la temp�erature le for�
age est pris sous la forme d'un rappel (
) �aune temp�erature (T �i ) �a la surfa
e (seulement pour les bô�tes 1 et 2). L'�equilibre des for
es 
efait entre le gradient de pression et le frottement. On �e
rira le transport de masse entre lesbô�tes 
omme une 
ir
ulation induite par le gradient entre le pôle et l'�equateur de la densit�eint�egr�ee verti
alement : U = U0 f�2 � [Æ�1 + (1� Æ) �3℄g (1)o�u la densit�e est �i = �0 (1� �Ti + �Si), ave
 i = 1; 2; 3 ; � le param�etre de 
ontra
tion halin et� 
elui d'expansion thermique. U0 �etant i
i le param�etre de proportionalit�e entre la di��eren
ede densit�e et de transport de masse U , et Æ un rapport d'aspe
t d�e�ni 
omme Æ = H1=H2.
Eq Pole
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Fig. 1 { Mod�ele de la 
ir
ulation thermohaline �a trois bô�tes.Les �equations du mod�ele se pr�esentent alors sous la forme :U = U0 [�ÆT1 + �T2 + � (1� Æ) T3 � �ÆS1 + �S2 � � (1� Æ) S3℄ (2a)�tT1 = UV1 (T3 � T1) + 
 (T �1 � T1) (2b)�tT2 = UV2 (T1 � T2) + 
 (T �2 � T2) (2
)�tT3 = UV3 (T2 � T3) (2d)�tS1 = UV1 (S3 � S1) + FWV1 (2e)5



�tS2 = UV2 (S1 � S2)� FWV2 (2f)�tS3 = UV3 (S2 � S3) (2g)Ave
 la 
ondition initiale sur la salinit�e :les Si � S0, on aura alors toujours :�i=1 � 3ViS0 = �i=1 � 3ViSi ave
 i = 1; 2; 32.1.1 AdimensionnalisationOn passe par l'adimensionnalisation que l'on d�e�nit 
omme :xi = Ti=T �1 ; yi = Si=S0 ave
 i = 1; 2; 3,� = t (U0�S0) =V1 ;et on r�e�e
rit les volumes ave
 H1=H2 = Æ et L2=L1 = L2=L3 = r, soit :V2 = V1r=ÆV3 = V1 (1� Æ) =ÆNous pouvons en outre remarquer la baisse du nombre de variables entre la formula-tion dimensionn�ee et 
elle adimensionn�ee. Comme le pr�evoit le th�eor�eme � de Bu
kingham,le nombre de param�etres ind�ependants adimensionn�es 
orrepond au nombre de variablesr�eduit du nombre d'unit�es fondamentales du syst�eme. On passe don
 de 17 variables �a 12param�etres ind�ependants adimensionn�es, puisque l'on a 5 unit�es fondamentales dans notresyst�eme d'�equation : les 17 variables du syst�eme d'�equation Vi, Ti, Si, U0, �, �, 
, T �1;2, FWet S0, sa
hant que i = 1; 2; 3 ; les 5 unit�es fondamentales �etant : m, K, psu, kg, s.Les �equations se transforment alors en :_x1 = ��T �1�S0 [Æx1 � x2 + (1� Æ) x3℄� Æy1 + y2 � (1� Æ) y3� (x3 � x1)+ 
V1U0�S0 (1� x1) (3a)_x2 = Ær ��T �1�S0 [Æx1 � x2 + (1� Æ) x3℄� Æy1 + y2 � (1� Æ) y3� (x1 � x2)+ 
V1U0�S0 (x� � x2) (3b)_x3 = Æ1� Æ ��T �1�S0 [Æx1 � x2 + (1� Æ) x3℄� Æy1 + y2 � (1� Æ) y3� (x2 � x3) (3
)_y1 = ��T �1�S0 [Æx1 � x2 + (1� Æ) x3℄� Æy1 + y2 � (1� Æ) y3� (y3 � y1) + f (3d)_y2 = Ær ��T �1�S0 [Æx1 � x2 + (1� Æ) x3℄� Æy1 + y2 � (1� Æ) y3� (y1 � y2)� Ær f (3e)_y3 = Æ1� Æ ��T �1�S0 [Æx1 � x2 + (1� Æ) x3℄� Æy1 + y2 � (1� Æ) y3� (y2 � y3) (3f)ave
 _xi = ��xi et _yi = ��yi (i = 1; 2; 3). On va poser a = �T �1 =�S0 ; b = 
V1=U0�S0 ; x� =T �2 =T �1 ; � = Æ=r et f = FW= �U0�S20�, dans la suite. On obtient 12 param�etres ind�ependantsadimensionn�es : xi, yi, Æ, �, a, b, x� et f (ave
 toujours i = 1; 2; 3).Et on trouve alors les valeurs 
ara
t�eristiques, �equivalentes aux exp�erien
e de Tzipermanet Ioannou (2002) :Æ � 0:20 ; � � 0:50 ; a � 1:80 ; b � 0:70 ; x� � 0:90 ; f � 5:80 � 10�46



Tous 
es nombres sont du même ordre de grandeur, l'adimensionalisation ne permet pas,i
i, de re
onnaitre de param�etre n�egligeable devant les autres. Ce 
al
ul ne nous permet pasde r�eduire le syst�eme d'�equation. Si 
e n'est le param�etre de 
ux d'eau dou
e f , que nousgarderons a�n de 
onserver la possibilit�e de 
hanger le gradient de sel entre les bô�tes.2.1.2 �Etats d'�equilibreOn d�e�nit l'�etat d'�equilibre 
omme : _xi = 0 et _yi = 0 (i = 1; 2; 3). Mais l'adve
tion doitêtre di��erente de z�ero (la formulation du s
h�ema est de type upstream, 
e qui implique U > 0),alors les �equations (3a{3f) deviennent :fa [Æx1 � x2 + (1� Æ) x3℄� Æy1 + y2 � (1� Æ) y3g (x3 � x1) + b (1� x1) = 0 (4a)� fa [Æx1 � x2 + (1� Æ) x3℄� Æy1 + y2 � (1� Æ) y3g (x1 � x2) + b (x� � x2) = 0 (4b)x3 = x2 (4
)fa [Æx1 � x2 + (1� Æ) x3℄� Æy1 + y2 � (1� Æ) y3g (y3 � y1) + f = 0 (4d)fa [Æx1 � x2 + (1� Æ) x3℄� Æy1 + y2 � (1� Æ) y3g (y1 � y2)� f = 0 (4e)y3 = y2 (4f)On d�eduit les quatres �equations :Æ [a (x1 � x2)� y1 + y2℄ (x2 � x1) + b (1� x1) = 0 (5a)Æ� [a (x1 � x2)� y1 + y2℄ (x1 � x2) + b (x� � x2) = 0 (5b)Æ [a (x1 � x2)� y1 + y2℄ (y2 � y1) + f = 0 (5
)Æ [a (x1 � x2)� y1 + y2℄ (y1 � y2)� f = 0 (5d)On peut alors remarquer que les �equations (5
) et (5d) sont les mêmes. On se propose alorsde r�einje
ter la forme de u dans les �equations :u = Æ [a (x1 � x2) + (y2 � y1)℄ (6a)u (x2 � x1) + b (1� x1) = 0 (6b)u (x1 � x2) + b� (x� � x2) = 0 (6
)u (y2 � y1) + f = 0 (6d)Nous allons pro
�eder, �a l'�e
riture d'une �equation du troisi�eme ordre pour l'adve
tion u, en�evaluant �Æa�(6b)+Æ�(6d) et en y r�einje
tant (6a) :x1 = � u2Æab � fab + 1 (7a)Et en �evaluant Æa�(6
)+Æ�(6d) et en y r�einje
tant (6a) :x2 = �u2Æab + �fab + x� (7b)L'�equation (6d) seule donnant : y2 � y1 = �fu (8)Ces trois derni�eres expressions �etant r�einje
t�ees dans la formulation de u (6a) on obtientl'�equation 
ubique : u3 + b1 + �u2 + �Æf � Æab1 + � (1� x�)�u+ Æbf1 + � = 0 (9)7



dont le r�esultat analytique est donn�e en annexe.A�n de mieux 
onnaitre le syst�eme �a l'�equilibre on se propose d'exprimer les variablesde salinit�e (y1 et y2) en fon
tion de l'adve
tion (u). Grâ
e �a l'�equation de 
onservation de lasalinit�e ((V1 + V2 + V3)S0 = V1S1 + V2S2 + V3S3) une fois adimensionn�ee (i
i y2 = y3) :� (1� Æ) y1 + (1 + �Æ � Æ) y2 = 1 + �� Æ (10)et en utilisant (8) on trouve les deux expressions :y1 = 1 + fu 1 + �Æ � Æ1 + �� Æ (11a)y2 = 1� fu � (1 + Æ)1 + �� Æ (11b)Ainsi, la r�esolution, par la formule de Cardan, de l'�equation 
ubique (9) sur l'adve
tion (sa-
hant que u > 0, s
h�ema upstream) permet de d�e�nir parfaitement les points �xes du syst�emepar les �egalit�es (7a{7b) et (11a{11b).2.1.3 Mesure de la dissipationA�n de mieux �evaluer le syst�eme on se propose de mesurer sa dissipation (ou sa 
onserva-tivit�e), pour 
ela nous allons appliquer le Th�eor�eme de Liouville par le 
al
ul de la divergen
edu syst�eme dynamique :divSD � � _x1�x1 + � _x2�x2 + � _x3�x3 + � _y1�y1 + � _y2�y2 + � _y3�y3 (12)Soit � _x1�x1 = aÆ (x3 � x1)� u� b (13a)� _x2�x2 = �a� (x1 � x2)� �u� b (13b)� _x3�x3 = aÆ (x2 � x3)� Æ1� Æ u (13
)� _y1�y1 = �Æ (y3 � y1)� u (13d)� _y2�y2 = � (y1 � y2)� �u (13e)� _y3�y3 = �Æ (y2 � y3)� Æ1� Æ u (13f)divSD = (Æ + �) (y1 � ax1) � (Æ + �) (y2 � ax2) � 2� Æ1� Æ + �+ 1� u � 2b (14)ave
 u = a [Æx1 � x2 + (1� Æ) x3℄� Æy1 + y2 � (1� Æ) y3.On voit i
i que le la mesure de la dissipation ne peut être d�eduite dire
tement de sonexpression analytique. Il nous faut obligatoirement 
onnâ�tre les di��erentes valeurs prises parla temp�erature et la salinit�e pour pouvoir interpr�eter la dissipation du syst�eme dynamique(bien que l'on sa
he par les 
al
uls pr�e
�edents qu'au point �xe, x2 = x3 et y2 = y3).
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U (Sv) 21.81 6.03T1 (oC) 21.40 21.83T2 (oC) 0.16 -0.05T3 (oC) 0.16 -0.05S1 (psu) 35.70 37.55S2 (psu) 34.53 33.30S3 (psu) 34.53 33.30divSD (an�1) -2.67 -2.48Tab. 1 { R�esultats num�eriques aux di��erents points �xes permis par le mod�ele (U > 0).2.1.4 R�esultatsLes 
al
uls e�e
tu�es, pour 
onnâ�tre les di��erents points �xes, dans le x 2.1.2 ainsi que 
euxdu x 2.1.3 pour la divergen
e du syst�eme dynamique, sont i
i 
al
ul�es de fa�
on num�erique, no-tamment la r�esolution de l'�equation 
ubique (9). Ces r�esultats sont exprim�es dans Tab. 1, pourla mesure de la dissipation du syst�eme dynamique on s'est pla
�e au point �xe 
orrespondant.Ces r�esultats ont �et�e d�etermin�e ave
 des valeurs de param�etres suivants :V1 = 2:0 � 1016 m3 ; V2 = 4:0 � 1016 m3 ; V2 = 8:0� 1016 m3 ; S0 = 35:0 psu ;U0 = 4:0 � 107 m3 s�1 (kg m�3)�1 ; � = 0:1668 kg m�3 K�1 ; � = 0:781 kg m�3 psu�1 ;
 = 3:858 � 10�8 s�1 ; T �1 = 295:15 K ; T �2 = 273:15 K ; FW = 2:22 � 107 psu m3 s�1Le premier r�esultat, dire
tement interpr�etable, est la forte dissipation du syst�eme. En e�et,les r�esultats nous sugg�erent que le s
h�ema n'a besoin que d'environ 
inq mois pour dissiper uneanomalie. Il faut don
 savoir qu'un tel syst�eme (bas�e sur un s
h�ema upstream) poss�ede unegrande 
apa
it�e �a �e
raser toute divergen
e interne, 
e
i ne voulant par pour autant dire qu'ilest stable. En e�et, divSD 
orrespond �a la tra
e des valeurs propres de la matri
e ja
obiennemais l'une des valeurs propres peut être positive bien que divSD < 0.Nous pouvons aussi voir la di��eren
e de stru
ture entre les deux points �xes. La premiere
ir
ulation est la plus intense alors que la deuxi�eme qui se r�ev�ele 
omme ayant un fort gradienthalin est beau
oup plus faible. Ce
i se 
omprend par le fait que la 
ir
ulation thermohalineest for
�ee par les di��eren
es de temp�erature entre �equateur et pôle et inhib�e par 
es mêmesdi��eren
es en salinit�e. Un fort gradient de sel ralentit la 
ir
ulation, alors qu'un fort gradientde temp�erature la renfor
e.2.2 �Etude de stabilit�eConnaissant les �etats d'�equilibres du mod�ele on se propose de faire une �etude aux per-turbations lin�earis�ees autour de 
es points. Dans 
ette partie nous allons �e
rire les variables
omme un �etat moyen plus une perturbation, soit : xi = Xi + x0i et yi = Yi + y0i (i = 1; 2; 3),tel que x0i � Xi et y0i � Yi. Les �equations une fois lin�earis�ees sont de la forme (on a montr�eque X2 = X3 et Y2 = Y3) : _x01 = u0 (X3 �X1) + U �x03 � x01�� bx01 (15a)_x02 = � �u0 (X1 �X2) + U �x01 � x02��� bx02 (15b)_x03 = Æ1� ÆU �x02 � x03� (15
)_y01 = u0 (Y3 � Y1) + U �y03 � y01� (15d)_y02 = � �u0 (Y1 � Y2) + U �y01 � y02�� (15e)_y03 = Æ1� ÆU �y02 � y03� (15f)9



ave
 : u0 = a [Æx01 � x02 + (1� Æ) x03℄� Æy01 + y02 � (1� Æ) y03et U = aÆ (X1 �X2)� Æ (Y1 � Y2)En �e
rivant sous la forme matri
ielle on arrive �a :0BBBBBB� _x01_x02_x03_y01_y02_y03
1CCCCCCA = A0BBBBBB� x1x2x3y1y2y3

1CCCCCCA (16)o�u A =0BBBBB� aÆ (X2 �X1)� U � b �a (X2 �X1) a (1 � Æ) (X2 �X1) + U �Æ (X2 �X1) (X2 �X1) � (1 � Æ) (X2 �X1)a�Æ (X1 �X2) + �U �a� (X1 �X2)� �U � b a� (1 � Æ) (X1 �X2) ��Æ (X1 �X2) � (X1 �X2) �� (1 � Æ) (X1 �X2)0 ÆU= (1� Æ) �ÆU= (1� Æ) 0 0 0aÆ (Y2 � Y1) �a (Y2 � Y1) a (1� Æ) (Y2 � Y1) �Æ (Y2 � Y1) � U (Y2 � Y1) � (1 � Æ) (Y2 � Y1) + U�aÆ (Y1 � Y2) ��a (Y1 � Y2) �a (1� Æ) (Y1 � Y2) ��Æ (Y1 � Y2) + �U �Æ (Y1 � Y2)� �U �� (1 � Æ) (Y1 � Y2)0 0 0 0 ÆU= (1� Æ) �ÆU= (1 � Æ) 1CCCCCA(17)nous exprimerons par fa
ilit�e la matri
e 
omme :A = � A11 A12A21 A22 � (18)Nous r�e�e
rirons 
e r�esultat sous la forme �tP = AP, o�u P � [x01; x02; x03; y01; y02; y03℄. On sepropose maintenant d'extraire les modes propres asso
i�es �a A, 
e r�esultat se trouve par dia-gonalisation de la matri
e Tab. 2. Ce 
al
ul permet entre autre de 
onnâ�tre la base propre dusyst�eme mais aussi l'amplitude des valeurs propres qui y sont asso
i�ees (ordre de grandeur dela (d�e)
roissan
e ou p�eriode des modes : �tP = �P).��1 (an) -0.71 -0.82 -129.21 -17.06�35.44i 1T 01 (oC) -0.8775 0.9519 0.1019 0.3015�0.2189i 0.0000T 02 (oC) 0.4796 0.3063 -0.0632 -0.1491�0.1072i 0.0000T 03 (oC) -0.0028 -0.0021 -0.9555 -0.0319�0.0578i 0.0000S01 (psu) -0.0057 -0.0012 0.2618 0.8248 0.5774S02 (psu) 0.0029 0.0006 -0.0042 -0.2804�0.2186i 0.5774S03 (psu) -0.0000 -0.0000 -0.0633 -0.0660�0.1093i 0.5774u0 (Sv) 1.677 3.611 -5.462 3.212�4.208i -36.073Tab. 2 { Temps relatif de (d�e)
roissan
e ou p�eriode des modes et stru
ture des modes autourde l'�etat d'�equilibre 
orrespondant �a un 
ux inter-bô�te de U = 21:81 Sv. I
i, tous les modessont amortis. NB : ��1 = �r= j�j � i�i= j�j��1 (an) -0.73 -0.82 +8.03 -977.06�5947i 1T 01 (oC) 0.8917 -0.9772 -0.3965 0.0170�0.0005i 0.0000T 02 (oC) -0.4522 -0.2123 0.1979 -0.0086�0.0001i 0.0000T 03 (oC) 0.0003 0.0002 0.0017 -0.0626�0.1113i 0.0000S01 (psu) 0.0187 0.0006 -0.8044 0.9628 0.5774S02 (psu) -0.0093 -0.0003 0.3956 -0.0081�0.0137i 0.5774S03 (psu) 0.0000 0.0000 0.0033 -0.2367�0.0069i 0.5774u0 (Sv) -1.382 -3.041 -5.485 -2.064�0.825i -36.073Tab. 3 { Temps relatif de (d�e)
roissan
e ou p�eriode des modes et stru
ture des modes autourde l'�etat d'�equilibre 
orrespondant �a un 
ux inter-bô�te de U = 6:03 Sv. On obtient un mode
roissant, 
e qui sugg�ere que l'�etat d'�equilibre est instable.10
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Fig. 2 { Illustration de la stru
ture des variations asso
i�e au mode 4. L'�etat moyen �a gau
he etles deux phases de variabilit�e �a droite. Les termes d'adve
tion �etant sur les 
�e
hes, de salinit�eentour�e, les termes en
adr�es �etant la temp�erature.Ces modes peuvent être repr�esent�es Fig. 2 et aussi re
onstruit. En e�et, la stru
turedes r�esultats du type AP = �P peut s'�e
rire, sous forme 
omplexe 
omme A (Vr + iVi) =(�r + i�i) (Vr + iVi). On peut alors red�e�nir des fon
tions variables dans le temps (A � �t)
omme des �equations d'ondes :' (t) = < h(Vr + iVi) e(�r+i�i)ti (19)On arrive alors �a : ' (t) = e�rt [Vr 
os (�it)� Vi sin (�it)℄ (20)Nous pouvons alors retra
er les 
ourbes de variations de temp�erature et de salinit�e autourd'un �etat moyen (Fig. 3 r�e�evaluation e�e
tu�ee pour le mode 4). Pour une plus simple lisibilit�e,on se propose de repr�esenter ' sans sa partie exponentielle, qui att�enue tr�es rapidement lesos
illations (même ordre de grandeur que la p�eriode). Nous pouvons remarquer deux r�esultatsimportants :{ Le point �xe 
orrespondant �a une 
ir
ulation de U = 5:65 Sv est instable. En e�et,
e dernier poss�ede, d'apr�es l'analyse de stabilit�e, une valeurs propres de partie r�eellepositive (� = +8.71 le troisi�eme mode du tableau en gras). Ce
i peut être interpr�et�e
omme la 
roissan
e de perturbations autour de 
e point �xe, il est don
 instable. Onpeut en outre, v�eri�er que si l'on int�egre num�eriquement les �equations globales, ave

omme 
ondition initiale les valeurs en salinit�e et en temp�erature de 
e point �xe, onarrive �a une divergen
e de 
et �etat d'�equilibre (malgr�e la forte dissipation induite par les
h�ema upstream) vers un autre �etat qui ne peut, dans notre 
as, être r�esolue. En e�et,
ette bifur
ation nous am�ene �a la baisse de la 
ir
ulation moyenne (U diminue) jusqu'�adevenir n�egatif. Or, notre mod�ele, bas�e sur un s
h�ema upstream, ne peut r�esoudre 
etype de 
ir
ulation. Ce r�esultat pouvait être attendue, le fort gradient halin de 
e point�xe risque d'inverser la 
ir
ulation.{ Nous pouvons aussi voir l'existen
e d'os
illations (quatri�eme 
olonne des deux tableaux).Bien que 
es os
illations soient fortement amorties, j�rj > j�ij, 
e qui 
orrespond au faitque le temps de demi-d�e
roissan
e (1=�r) du mode est du même ordre ou plus 
ourt quesa p�eriode (1=2��i).Nous nous proposons dans la suite de r�eduire le syst�eme d'�equations a�n de mieux interpr�eterles m�e
anismes physiques qui provoquent 
es os
illations.11
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Fig. 3 { Variations temporelle autour d'un �etat d'�equilibre de la densit�e du quatri�eme modepour le point �xe 
orrespondant �a U = 21:81 Sv.2.3 M�e
anismesIl existe di��erentes fa�
ons de r�eduire le syst�eme pr�e
�edent. Une premi�ere serait de r�eduirele nombre de bô�tes a
tives, ainsi le nombre de variables se verrait restreint et les r�esultatsseraient plus fa
ilement interpr�etables analytiquement. On peut alors penser �a un syst�eme �adeux bô�tes ou une seule bô�te serait a
tive (on garde la bô�te 1 et on r�eunit en une seulebô�te la 2 et la 3). On est alors dans le 
as d'un syst�eme �a deux in
onnues, la salinit�e et latemp�erature de la bô�te a
tive. L'�etude de stabilit�e autour de l'�etat d'�equilibre nous donneque des r�esultats r�eels, il n'y a don
 pas d'os
illations possibles.NB : on ne peut avoir de 
onservation de la salinit�e dans un tel syst�eme, la bô�te ina
tiveagissant 
omme un rappel halin.Il est alors int�eressant de regarder un syst�eme �a deux bô�tes a
tives, l'augmentation dunombres de degr�es de libert�e pourrait permettre l'apparition d'os
illations. Le r�esultat analy-tique est bien plus 
omplexe �a �evaluer, mais le 
al
ul aux perturbations, et surtout la diagona-lisation de la matri
e lin�eaire tangente, peut s'e�e
tuer analytiquement. Dans une gamme deparam�etres 
lassique de la 
ir
ulation thermohaline (valeurs �equivalentes �a 
elles employ�eesdans la r�esolution des valeurs num�eriques faite pr�e
�edement), on peut remarquer l'absen
ed'os
illation. Ce
i peut être 
ompris par le fait qu'une perturbation voulant se propager dansun syst�eme �a deux bô�tes va devoir être adve
t�e d'une bô�tes �a l'autre. Il existe alors un instanto�u la di��eren
e de densit�e entre les bô�tes dû �a l'anomalie n'existe plus, �a 
e même momentle syst�eme n'a plus de raison d'�evoluer, la variation d'anomalie s'arrête ainsi.NB : dans un mod�ele �a deux bô�tes a
tives, la salinit�e ne pr�esente qu'un seul degr�e delibert�e, la 
onservation de 
elle-
i �etant utilis�e.Un deuxi�eme moyen de r�eduire le nombre de variables du syst�eme, a�n de mieux d�eterminerles m�e
anismes physiques provoquants 
es os
illations, serait de d�e
oupler les �equations entemp�erature et salinit�e. Dans le but de s�eparer 
es deux variables, il 
onvient d'estimer leurin
uen
e sur la densit�e et u0. Alors, pour 
haque grandeur, en temp�erature et en salinit�e de
ha
une des trois bô�tes, nous allons estimer sa norme. �Etant donn�e les �equations d'ondes
12



d�e�nies pr�e
�edemment, on se propose de �xer la norme d'une variable par :N =qV 2r + V 2i (21). Puis l'on 
omparera la valeur moyenne de 
ette norme (Tab. 4), pour la salinit�e et latemp�erature a�ubl�es de leurs 
oeÆ
ients respe
tifs, soit de 
ontra
tion haline � ou d'expansionthermique �. NS0 = 13 �NS01 +NS02 +NS03� (22a)NT 0 = 13 �NT 01 +NT 02 +NT 03� (22b)Normes NT 01 (oC) 0.3662T 02 (oC) 0.1860T 03 (oC) 0.0671S01 (psu) 0.8200S02 (psu) 0.3561S03 (psu) 0.1304�NS0 �NT 00.3401 0.0344Tab. 4 { Valeurs des normes de 
haque os
illation.On remarque alors que �NS0 � �NT 0 . On se propose alors d'�etudier prioritairement lesos
illations salines, dans la suite du d�eveloppement, nous prendrons toujours x0 = 0, soittoute la variabilit�e seulement fon
tion de la salinit�e. De plus, on peut e
rire symboliquementla relation entre le terme d'�evolution temporelle de salinit�e, l'adve
tion et la salinit�e 
omme :_y0 = �u0Y � Uy0 (23), ave
 u0 = a�x0 � �y0 et U = a�X � �Y . Dans la suite, la salinit�e sera trait�ee 
omme untra
eur passif, elle n'in
uen
e pas la 
ir
ulation (�Y U = 0) 
e qui n'etait pas le 
as d'apr�esl'�equation (2a) et la formulation symbolique 
i-dessus, pour 
ela on prendra 
ette salinit�emoyenne nulle (Yi = 0). La formulation symbolique (23) se simpli�e don
 en :_y0 = �Uy0 (24). Dans un deuxi�eme temps on se propose d'�etudier la salinit�e sous forme de tra
eur a
tif, 
e
i
orrespond au fait que �Y U 6= 0 et Yi 6= 0. On reprendra alors l'�equation symbolique (23)int�egralement.2.3.1 Salinit�e en tra
eur passifAinsi, dans la suite nous allons nous int�eresser �a des os
illations purement salines, dansune 
ir
ulation globale 
onstante. Ce
i se traduit dans les �equations aux perturbations par :x0i = 0 et Yi = 0 
e qui nous am�ene �a : _y01 = U �y03 � y01� (25a)_y02 = �U �y01 � y02� (25b)_y03 = Æ1� ÆU �y02 � y03� (25
)13



ave
 : U = aÆ [X1 �X2℄.De plus, par 
onservation de la salinit�e on a : (V1S01 + V2S02 + V3S03 = 0)y01 + 1� y02 + 1� ÆÆ y03 = 0 (26). En utilisant 
ette �equation de 
onservation de la salinit�e on peut alors �etudier un syst�emede deux �equations �a deux in
onnues (on pourra toujours retrouver la troisi�eme in
onnue par
ette relation de 
onservation)._y01 = �U � 11� Æ y01 + Æ(1� Æ) �y02� (27a)_y02 = �U �y01 � y02� (27b)On trouve alors les deux valeurs propres du syst�eme :�� = �U2 � 11� Æ + ��� 
U2pjj�jj (28)o�u � = � 11�Æ + ��2 � 4 �+Æ1�Æ , et 
 = 1 si � � 0 ou 
 = i si � < 0.Cette expression montre la forte d�ependan
e des os
illations, d'un tel syst�eme r�eduit, �a lag�eom�etrie. En e�et, d'apr�es la relation d�e�nissant les deux valeurs propres du syst�eme, pourque 
elle-
i soit 
omplexe, il faut avoir � < 0. Soit [1= (1� Æ)� �℄2 � 4Æ= (1� Æ) < 0, lesparam�etres Æ et � n'�etant fon
tion que des rapports de volume entre les bô�tes. Les r�egimesos
illatoires sont dire
tement d�ependants de la g�eom�etrie et surtout du rapport des volumesde notre mod�ele de 
ir
ulation thermohalin (Fig. 4).

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

PARAMETRE DE VOLUME δ/(1−δ) CORRESPONDANT A V1/V3

P
A

R
A

M
E

T
R

E
 D

E
 V

O
LU

M
E

 ε 
C

O
R

R
E

S
P

O
N

D
A

N
T

 A
 V

1/
V

2

SIGNE DE ∆

−0.8

−0.6

−0.6

−0.4

−0.4

−0.2

−0.2

−0.2

0

0

0

0

0.2

0.2

0.2

0.2

0.4

0.4

0.4

0.6

0.6

0.8

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

Fig. 4 { Signe du dis
riminant � en fon
tion des deux param�etres de volume, Æ et �. Quandle signe du dis
riminant est n�egatif, il y a des os
illations.Dans la gamme de param�etres �equivalente aux 
al
uls pr�e
�edents, on arrive �a des stru
turesos
illantes (Tab. 5) repr�esent�es dans la Fig. 5 et re
onstruits sur la Fig. 6. Le m�e
anisme quipermet l'apparition d'os
illation, dans un tel syst�eme limit�e �a une 
ir
ulation moyenne for�
�eepar la temp�erature, est le même que le m�e
anisme qui empê
he la propagation d'une anomalie14



��1 (ans) -29.0583�10.9830iS01 (psu) -0.5145�0.4537iS02 (psu) 0.6860S03 (psu) -0.2144�0.1134iu0 (Sv) 12.389 �0.886iTab. 5 { Temps relatif de (d�e)
roissan
e ou p�eriode des modes et stru
ture des modes autourde l'�etat d'�equilibre 
orrespondant �a un 
ux inter-bô�te de U = 21:81 Sv, en prenant la salinit�e
omme tra
eur passif. Il y a des os
illations.
ETAT MOYEN

VARIABILITE
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Fig. 5 { Illustration de la stru
ture des variations. L'�etat moyen �a gau
he et les deux phasesde variabilit�e �a droite. Les termes d'adve
tion �etant sur les 
�e
hes, de salinit�e entour�e, lestermes en
adr�es �etant la temp�erature.
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Fig. 6 { Variations temporelle autour d'un �etat d'�equilibre de la densit�e (seulement fon
tionde la variabilit�e de salinit�e), pour le point �xe 
orrespondant �a U = 21:81 Sv.15



dans un syst�eme �a trois bô�tes. En e�et, quand le syst�eme s'arrête de lui même dans un mod�ele�a deux bô�tes, on a i
i la possibilit�e de 
onserver une partie de l'anomalie dans la troisi�emebô�te. Cette troisi�eme entrâ�ne une r�epartition de l'anomalie qui permet de ne jamais avoir uninstant o�u l'anomalie entre les bô�tes est nulle. Cette bô�te instaure un m�e
anisme de d�elai,de retard de l'information (i
i, l'anomalie de densit�e), qui permet l'existen
e d'os
illations.Nous pouvons en outre remarquer que le fait d'avoir trois bô�tes permet d'avoir deux variablessalines, soit deux degr�es de libert�e, nombre n�e
essaire pour obtenir des os
illations.On se propose dans 
e petit 
al
ul d'�evaluer l'in
uen
e du for�
age sur les os
illations.Jusqu'i
i, la salinit�e �etait for
�ee par des 
ux de surfa
e qui permettaient de 
onserver samasse. On se propose de for
er le syst�eme salin par une relaxation vers une salinit�e de surfa
e,les deux �equations de surfa
es seront modi��ees. Dans 
e petit mod�ele la masse de sel n'est plus
onserv�ee, la variable de sel est don
 soumise au même 
ondition de for�
age que la temp�erature.On arrive alors aux �equations du type :_y01 = U �y03 � y01�� by01 (29a)_y02 = �U �y01 � y02�� �by02 (29b)_y03 = Æ1� ÆU �y02 � y03� (29
)ave
 : U = aÆ (X1 �X2)Le syst�eme peut alors se simpli�er en un syst�eme de trois �equations �a trois in
onnues :0� _y01_y02_y03 1A = 0� �U � b 0 U�U ��U � �b 00 ÆU= (1� Æ) �ÆU= (1� Æ) 1A0� y1y2y3 1A (30)De la même fa�
on que pr�e
�edemment, nous allons �evaluer num�eriquement les valeurs propresdu syst�eme en fon
tion du param�etre de relaxation b. L'in
uen
e du param�etre de relaxation,b, est repr�esent�e dans la �gure 7. On peut voir que 
e param�etre parâ�t tr�es in
uant, puisquepour que b, dans notre r�egime de param�etre, interdise les os
illations, il suÆt que 
e derniersatteigne la valeurs de 9:4 � 10�3 
e qui 
orrespond �a un temps de relaxation de 32:26 ans,
e qui est loin d'être rapide. Pour exemple, la temp�erature est, dans notre mod�ele, relax�e en0:82 ans 
e qui est plus de 50 fois plus rapide. On peut alors imaginer que les os
illations sontfortement inhib�ees par 
e type de for�
age.2.3.2 Salinit�e en tra
eur a
tifDans 
ette partie, on se propose d'�etudier 
omme pr�e
�edemment, la variabilit�e saline dusous-syst�eme mais en prenant en 
ompte l'�etat moyen de la 
ir
ulation : il est donn�e par lasalinit�e moyenne qui n'est plus nulle (Yi 6= 0). Ce sous-syst�eme l�eg�erement plus r�ealiste queson pr�ed�e
esseur, puique i
i on s'int�eresse �a la globalit�e du syst�eme sel-sel, soit �a l'�etude dusyst�eme : 0� _y01_y02_y03 1A = A220� y01y02y03 1A (31)Les �equations s'�e
rivent : _y01 = u0 (Y2 � Y1) + U �y03 � y01� (32a)_y02 = � �u0 (Y1 � Y2) + U �y01 � y02�� (32b)_y03 = Æ1� ÆU �y02 � y03� (32
)ave
 : u0 = �Æy01 + y02 � (1� Æ) y03, 16
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Fig. 7 { L'in
uen
e du for�
age sur l'exiten
e d'os
illation apparait 
lairement i
i. La pa-ram�etrisation d'une relaxation inhibe la 
apa
it�e du mod�ele �a os
iller. On peut remarquer queplus le temps de relaxation est rapide, plus la p�eriode des os
illations augmentent, jusqu'�a unevaleur de relaxation 
ritique, b = 9:4� 10�3, o�u la p�eriode devient in�nie et le r�egime devientnon-os
illant.et U = aÆ (X1 �X2)� Æ (Y1 � Y2).Ce type de r�egime se 
ara
t�erise dans notre gamme de param�etre par les valeurs propreset les ve
teurs propres expli
it�es dans le Tab. 6 et repr�esent�es dans la Fig. 8. Nous pouvonsvoir i
i l'allongement de la p�eriode �a des valeurs tr�es pro
hes de 
elle du mod�ele 
omplet. Les��1 (ans) -13.9921�37.4396iS01 (psu) 0.9163S02 (psu) - 0.3069� 0.2201iS03 (psu) - 0.0756� 0.1100iu0 (Sv) 4.203 � 4.297iTab. 6 { Temps relatif de (d�e)
roissan
e ou p�eriode des modes et stru
ture des modes autourde l'�etat d'�equilibre 
orrespondant �a un 
ux inter-bô�te de U = 21:81 Sv, en prenant la salinit�e
omme tra
eur a
tif. Il y a des os
illations.di��eren
es qui subsistent entre 
es valeurs et 
elle du mod�ele global est dû �a l'exiten
e destermes de 
ouplage entre salinit�e et temp�erature. On rappelle que l'�evolution de la salinit�e estdonn�e dans le 
as g�en�eral par :0� _y01_y02_y03 1A = � A21 A22 �0BBBBBB� x1x2x3y1y2y3
1CCCCCCA (33)N�eanmoins 
e sous-syst�eme nous permet d'entrevoir le m�e
anisme os
illatoire mis en jeu i
i.L'expression symbolique (23) peut se r�e�e
rire _y0 = �Y y0 � Uy0, si on n�eglige les variations17



ETAT MOYEN

VARIABILITE

0.25

34.89

21.40

35.70

0.16

34.70

21.81

4.204.300

-0.22

0.11

0.91

-0.31

-0.08

Fig. 8 { Illustration de la stru
ture des variations. L'�etat moyen �a gau
he et les deux phasesde variabilit�e �a droite. Les termes d'adve
tion �etant sur les 
�e
hes, de salinit�e entour�e, lestermes en
adr�es �etant la temp�erature.en temp�erature (x0 = 0). Dans 
ette expression, Marotzke (1996) nous d�e
rit deux feedba
ksthermohalins :{ le transport de sel, le terme en �Y agissant i
i 
omme un feedba
k positif,{ le 
ot moyen U agit i
i 
omme feedba
k negatif, mais 
ette 
ir
ulation moyenne estretard�ee par l'existen
e de la troisi�eme bô�te 
omme expliqu�e pr�e
�edemment.Cette dualit�e de feedba
k, qui fait �a la fois 
rô�tre la perturbation et l'inhibe et le d�elai entreeux, semble 
onvenir pour expliquer les os
illations d�e
rites pr�e
�edemment.2.3.3 Temp�eratureDans 
ette partie, on se propose d'�etudier le sous-syst�eme li�e �a la temp�erature, le sous-syst�eme qui se 
ara
t�erise par l'utilisation de la partie sup�erieure gau
he de la matri
e lin�eairetangente (Eq 17). On peut le 
ara
t�eriser par la relation :0� _x01_x02_x03 1A = A110� x1x2x3 1A (34)Ce sous-syst�eme pouvant être �etudi�e 
omme pr�e
�edemment, en prenant la temp�erature 
ommetra
eur passif (ne modi�ant pas l'adve
tion global), puis 
omme tra
eur a
tif. Mais �a ladi��eren
e de l'�etude sur la salinit�e, on n'obtient jamais d'os
illations.{ Dans le premier 
as, on peut voir que le syst�eme d'�equation s'exprime 
omme la rela-tion (30), les 
on
lusions sont don
 les mêmes. Du fait de la pr�esen
e de b, param�etre
ara
t�erisant un for�
age par rappel en surfa
e, les os
illations sont inhib�ees. Dans notrer�egime de param�etre (rappel en 0.82 ans), il n'y a pas d'apparition de variabilit�e tem-porelle.{ Dans le 
as du tra
eur a
tif, on peut voir que outre le terme de for�
age (qui 
omme onl'a montr�e a sont importan
e) il existe une di��eren
e. En e�et, les deux sous-matri
esA11 et A22 s'�e
rivent de la même fa�
on (respe
tivement en temp�erature et salinit�e) �a unsigne pr�es. Ce signe provient de l'expression de la perturbation sur l'adve
tion qui peutêtre r�esum�e symboliquement par : u0 = U0 (a�T � �S), on peut voir que la salinit�e et latemp�erature agissent de mani�ere oppos�ee sur l'adve
tion, leur 
omportement di��ere. Deplus, dans notre expression matri
ielle on a bien X2 > X1 et Y2 > Y1, les 
omportement18



de 
es deux sous-syst�emes ne sont don
 pas les mêmes. Marotzke (1996) dans son �etudesur les feedba
ks thermohalins, pr�edit un 
omportement di��erent entre le transport ensalinit�e et en temp�erature, le premier 
orrespondant �a un feedba
k positif et le deuxi�eme�a un feedba
k n�egatif.I
i, les di��eren
es ave
 le sous-syst�eme halin am�enent toujours �a inhiber les os
illations, 
e
itend �a 
on�rmer que les os
illations du syst�eme global est plutôt dû �a la salinit�e, bien que la
ir
ulation moyenne soit for
�ee prioritairement par la temp�erature.2.4 In
uen
e du for�
age en eau dou
eLa forte d�ependan
e des os
illations �a la salinit�e nous fait penser �a faire varier le gradientde 
elui-
i entre nos di��erentes bô�tes. A�n de 
hanger 
es di��eren
es nous utiliserons le for�
ageen 
ux d'eau dou
e FW, 
orrespondant au param�etre f dans les �equations adimensionn�ees.On se propose pour 
ela de faire �evoluer l'indi
e d'�evaporation/pr�e
ipitation iEP entre lesvaleurs 0.0 et 3.0 m an�1. Notre mod�ele voit le 
ux d'eau dou
e 
omme un apport de sel(FW = iEPWL1S0) positif si il y a �evaporation (+FW ) 
omme dans la bô�te 1 et n�egatif siil y a pr�e
ipitation (�FW )
omme dans la bô�te 2. Nous allons dans 
es di��erents 
as �etudierla stabilit�e de la 
ir
ulation autour des di��erents points �xes permis par le mod�ele upstream.Pour 
ette �etude nous reprendrons l'analyse en perturbations lin�earis�ees d�ej�a e�e
tu�ee pourla valeur de iEP = 1:0 m an�1. Le type de stabilit�e est repr�esent�e dans Fig. 9 en fon
tion dela 
ir
ulation moyenne (point �xe) possible pour les di��erentes valeurs prises par iEP .2.4.1 Syst�eme 
omplet
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Fig. 9 { Diagrame de bifur
ation des di��erents points �xes dans notre mod�ele upstream.Nous pouvons voir que la bran
he sup�erieur poss�ede des os
illations stables, se d�estabilisant.Cette d�estabilisation s'op�ere sur les valeurs propres 
omplexes. Ce
i est 
ara
t�eristique d'unebifur
ation de Hopf.Nous pouvons visualiser grâ
e �a la �gure 9 la forte variation de 
ir
ulation induite parle 
hangement de 
e param�etre, qui paraissait relativement faible apr�es adimensionalisation.On remarque l'inexisten
e de solution pour iEP > 1:5 m an�1, il n'y a plus de point �xer�eel positif. On peut en outre voir la pr�esen
e d'os
illation, �a la fois sur la bran
he de faible19




ir
ulation, qui se d�estabilise vers les U < 0 (impossible dans 
e type de mod�ele), et sur labran
he de forte 
ir
ulation. Nous pouvons aussi remarquer le 
hangement de stabilit�e de la
ir
ulation forte qui 
e d�estabilise autour de 20 Sv (Tziperman et al., 1994) (Dijkstra, 2000).Cette bifur
ation est d'autant plus int�eressante qu'elle s'op�ere sur un syst�eme os
illant. Apr�esv�eri�
ation, on remarque que 
ette d�estabilisation s'op�ere sur la même valeur propre que 
ellequi induit la variabilit�e, il y a bifur
ation de Hopf. Ave
 Fig 10 on voit plus pr�e
isement 
ette
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Fig. 10 { On peut voir sur le graphique le 
hangement de signe de la partie r�eelle de la valeurpropre pour une 
ir
ulation � 20 Sv, dans notre mod�ele upstream. Ce type de 
hangementde signe est appel�e bifur
ation de Hopf. On passe de spirales d�e
roissantes (�r < 0) vers unpoint �xe ave
 
y
le limite (�r = 0) �a des spirales 
roissantes (�r > 0). On voit que le 
uxd'eau dou
e in
uen
e fortement la stabilit�e du point �xe.bifur
ation, on peut noter que pour une valeur o�u �i 6= 0, on a bien �r qui 
hange de signe.Ce type de raisonnement laisse supposer l'existen
e d'un 
y
le limite en �r = 0, il y aurait �a
ette endroit os
illation perp�etuelle possible.L'apparition de 
hangement d'�etat de stabilit�e, voir de bifur
ation, lors des variationsdu param�etre de pr�e
ipitation/�evaporation, et d'autant plus �etonnant que 
e param�etre quise 
ara
t�erise par f en adimensionn�e n'est pas dire
tement pr�esent dans les �equations auxperturbations. En fait, f a pour seul e�et de 
hanger l'�etat moyen du syst�eme, la 
ir
ulation,les temp�eratures et les salinit�es moyennes (la valeur des points �xes).2.4.2 Sous-syst�emeLe premier sous-syst�eme �etudi�e 
orrespondait �a un mod�ele salin en tra
eur passif. Nousavions montr�e analytiquement le genre de r�esultat que l'on pouvait en attendre. Il aparraissaitd'ailleurs la possibilit�e d'existen
e d'os
illations. On peut en ressortir la formulation de lapartie r�eelle de la valeur propre 
orrespondant �a un mode os
illant �r = �U (�+ Æ + 1) =2,On voit 
lairement que l'on a toujours �r < 0. Le signe de �r ne pouvant �evoluer vers 0 (sansprendre U = 0), on est dans l'in
apa
it�e d'avoir un 
y
le limite.Le deuxi�eme sous-syst�eme �etudi�e 
orrespondait �a un mod�ele salin en tra
eur a
tif. On sepropose alors d'e�e
tuer la même exp�erien
e que pour le syst�eme global (Fig. 11).On peut voir la grande ressemblan
e des Fig. 11 et Fig. 9. La bran
he inf�erieure �etant,dans le 
as du sous-syst�eme, sans pr�esen
e de variabilit�e, mais 
omme pour le syst�eme global,20
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Fig. 11 { Diagramme de bifur
ation des di��erents points �xes du sous-syst�eme salinit�e entra
eur a
tif dans notre mod�ele upstream . Nous pouvons voir que la bran
he sup�erieur poss�ededes os
illations stables, se d�estabilisant. Cette d�estabilisation s'op�ere sur les valeurs propres
omplexes. Ce
i est 
ara
t�eristique d'une bifur
ation de Hopf.toujours instable. Nous pouvons remarquer l'existen
e d'os
illation dans la bran
he sup�erieure
omme le pr�e
onisait l'analyse sur la variabilit�e (x 2.3). On peut, en outre, voir la pr�esen
ed'une d�estabilisation de 
ette bran
he autour de 20 Sv. Cette bifur
ation se trouve être i
iaussi une bifur
ation de Hopf (�gure 12), il y a don
 pr�esen
e d'un 
y
le limite.Ce sous-mod�ele, repr�esentant la partie A22 de la matri
e A du syst�eme global, semble unebonne repr�esentation de la stabilit�e du syst�eme global. Surtout que l'�etat de stabilit�e et lesbifur
ations dans la bran
he sup�erieure se font dans un r�egime de param�etre �equivalent �a 
euxdu syst�eme global.La pr�esen
e de bifur
ation dans 
e sous-mod�ele, ainsi que l'analyse pr�e
�edente montrantque l'�e
helle de temps de la variabilit�e interne au sous-syst�eme est une bonne repr�esentationdu syst�eme global, montre que le sous-syst�eme salin a
tif est repr�esentatif du syst�eme global.Les di��eren
e qu'il peut rester viennent des termes de 
ouplage entre salinit�e et temp�eraturesoit de la matri
e A21.2.5 Int�egration non-lin�eaireNous allons dans 
ette partie faire une analyse num�erique de notre syst�eme dynamique.Pour 
ela nous allons int�egrer les �equations non-lin�eaires de notre syst�eme globale. Unepremi�ere exp�erien
e serait de lan
er un run dans les 
onditions qui ont permis le premier
al
ul de variabilit�e. Celle-
i ne pr�esente que peu d'int�eret puisque les os
illations sont bientrop �e
ras�ees pour 
e qui est du point �xe de forte amplitude, et que le point de plus faibleamplitude se d�estabilise vers les U < 0 impossible �a r�esoudre vue notre s
h�ema. A�n de maxi-miser nos 
han
es de voir de la variabilit�e on se pla
e dans un r�egime pro
he de la bifur
ationde Hopf vue pr�e
�edement tout en restant du 
ot�e stable (on 
hoisit iFW = 1:32 m ans�1 
or-respondant �a une 
ir
ulation de 18.40 Sv). Ce
i nous permet d'atteindre un r�egime o�u �r � �i,
e r�egime permet en e�et de rendre plus long le temps de d�e
roissan
e des perturbations dansle r�egimes stable (Fig. 13).Deux 
hoses aparaissent 
lairement sur 
ette exp�erien
e :21
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Fig. 12 { On peut voir sur le graphique le 
hangement de signe de la partie r�eel de la valeurpropre pour une 
ir
ulation � 5 Sv, du sous-syst�eme salinit�e en tra
eur a
tif dans notre mod�eleupstream . Ce type de 
hangement de signe est appel�e bifur
ation de Hopf. On passe de spiralesd�e
roissantes (�r < 0) vers un point �xe ave
 
y
le limite (�r = 0) �a des spirales 
roissantes(�r > 0). On voit que le param�etre d'eau dou
e in
uen
e fortement la stabilit�e du point �xe.
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

1.6

1.7

1.8

1.9

2
x 10

7 CIRCULATION (Sv)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
44

46

48

50
α×TEMPERATURE (kg m−3)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
26.5

27

27.5

28

28.5
β×SALINITE (kg m−3)

ANNEES

BOIT1
BOIT2
BOIT3

Fig. 13 { Int�egration non-lin�eaire du mod�ele upstream 
omplet dans un �etat stable pr�es dela bifur
ation (iFW = 1:32 m an�1 et U = 18:40 Sv) : il y a des os
illations. On remarque laplus grosse signature sur la densit�e de la temp�erature et la plus forte signature en variabilit�ede la salinit�e. 22



{ Il y a pr�esen
e de variabilit�e.{ �T est deux fois plus grand que �S, la temp�erature domine la 
ir
ulation moyenne, maisseule la salinit�e pr�esente de la variabilit�e, 
'est la salinit�e qui domine la variabilit�e.Ces r�esultats num�eriques tendent �a 
on�rmer les r�esultats lin�eaires et l'interpr�etation de 
e
i.En e�et seul la salinit�e pr�esente une signature de variabilit�e, 
'est don
 bien le sous-syst�emesalin qui est �a l'origine de la variabilit�e.3 Formulation 
entr�eeDans 
ette partie, on se propose d'�etudier une autres formulations repr�esentant la 
ir
ula-tion thermohaline a�n de tester la rosbustesse des r�esultats du s
h�ema upstream.3.1 AnalyseLa prin
ipale di��eren
e ave
 le mod�ele pr�e
�edent est la possibilit�e (de part le nouveausyst�eme d'�equation) qu'�a la 
ir
ulation �a aller dans le sens oppos�e �a la 
ir
ulation 
lassique(de l'�equateur au pôle en surfa
e et le 
ontraire en subsurfa
e). Le mod�ele reste un mod�ele �atrois bô�tes de même dimension. Le transport de masse et l'�equation d'�etat de la densit�e resteles mêmes qu'avant. I
i, la mod�elisation de la dynamique de 
haque bô�te est exprim�e par uns
h�ema 
entr�e d'ordre un, la variation d'une grandeur physique dans une bô�te est dire
tementli�ee au gradient de 
ette grandeur au fronti�ere de 
ette bô�te.Les �equations de 
e s
h�ema s'�e
rivent 
omme :U = U0 [Æ�T1 � �T2 + (1� Æ)�T3 � Æ�S1 + �S2 � (1� Æ) �S3℄ (35a)�tT1 = UV1 (T3 � T2) + �V1 (T3 � T1) + 
 (T �1 � T1) (35b)�tT2 = UV2 (T1 � T3) + 
 (T �2 � T2) (35
)�tT3 = UV3 (T2 � T1) + �V3 (T1 � T3) (35d)�tS1 = UV1 (S3 � S2) + �V1 (S3 � S1) + FWV1 (35e)�tS2 = UV2 (S1 � S3)� FWV2 (35f)�tS3 = UV3 (S2 � S1) + �V3 (S1 � S3) (35g)On utilise en outre un terme de di�usion verti
al mod�elisant de mani�ere 
onservative le m�elangeentre la bô�te d'eau profonde (bô�te 3) et 
elle de surfa
e (bô�te 1). L'addition de 
e m�e
anismepermet d'�eviter que l'�etat d'�equilibre induise T1 = T2 et S1 = S2 (35d et 35g ave
 �t = 0) 
equi n'est pas r�ealiste �etant donn�e la forme du for�
age (notez que 
e probl�eme n'apparaissaitpas dans le mod�ele upstream).3.1.1 AdimensionnalisationOn passe par la même adimension que pr�e
�edement :xi = Ti=T �1 ; yi = Si=S0 ave
 i = 1; 2; 3,� = t (U0�S0) =V1 ;On peut en outre v�eri�er le th�eor�eme � de Bu
kingham. On passe maintenant de 18variables �a 13 param�etres ind�ependants adimensionn�es, puisque l'on a 5 unit�es fondamentalesdans notre syst�eme d'�equation : les 17 variables du syst�eme d'�equation Vi, Ti, Si, U0, �, �, 
,�, T �1;2, FW et S0, sa
hant que i = 1; 2; 3 ; les 5 unit�es fondamentales �etant : m, K, psu, kg, s.23



En posant _xi = ��xi et _yi = ��yi (i = 1; 2; 3). Ainsi que a = �T �1 =�S0 ; b = 
V1=U0�S0 ;
 = �= (U0�S0) ; f = FW= �U0�S20� ; x� = T �2 =T �1 et � = Æ=r, dans la suite. On obtient 13param�etres ind�ependants adimensionn�es : xi, si, Æ, �, a, b, 
, x� et f (ave
 toujours i = 1; 2; 3).On arrive alors au syst�eme d'�equations :_x1 = U (x3 � x2) + 
 (x3 � x1) + b (1� x1) (36a)_x2 = �U (x1 � x3) + b (x� � x2) (36b)_x3 = Æ1� ÆU (x2 � x1) + Æ1� Æ 
 (x1 � x3) (36
)_y1 = U (y3 � y2) + 
 (y3 � y1) + f (36d)_y2 = �U (y1 � y3)� �f (36e)_y3 = Æ1� ÆU (y2 � y1) + Æ1� Æ 
 (y1 � y3) (36f)U = a [Æx1 � x2 + (1� Æ) x3 � Æy1 + y2 � (1� Æ) y3℄ (36g)Et on trouve alors les valeurs 
ara
t�eristique (�equivalentes aux exp�erien
e de Tziperman etIonnou 2002) :Æ � 0:20 ; � � 0:50 ; a � 1:80 ; b � 0:70 ; x� =� 0:90 ; 
 � 3:70 � 10�3 ; f � 5:80 � 10�4Les quatres premiers param�etres sont du même ordre de grandeur. Sauf le param�etre 
,provenant de la di�usion verti
ale, qui est i
i plus faible. On ne peut pour autant le n�egliger,la di�usion verti
ale �etant le seul m�e
anisme empê
hant les grandeurs des bô�tes 1 et 2 des'�egaliser (pôle toujours di��erent d'�equateur) �a l'�equilibre.3.1.2 �Etats d'�equilibre�A l'�equilibre du syst�eme ( _xi = 0 et _yi = 0 ; i = 1; 2; 3), les �equations deviennent :U (x3 � x2) + 
 (x3 � x1) + b (1� x1) = 0 (37a)�U (x1 � x3) + b (x� � x2) = 0 (37b)U (x2 � x1) + 
 (x1 � x3) = 0 (37
)U (y3 � y2) + 
 (y3 � y1) + f = 0 (37d)U (y1 � y3)� f = 0 (37e)U (y2 � y1) + 
 (y1 � y3) = 0 (37f)On peut arriver (Annexe 2) de 
e syst�eme �a l'�equation du 
inqui�eme ordre sur l'adve
tion :(�+ 1)U5 + [b
� ab (1� Æ) (x� � 1)� f (�+ 1) (1� Æ)℄U3+ [f
 (�+ 1) + ab
 (x� � 1)℄U2 � fb
 (1� Æ)U + fb
2 = 0 (38)Des solutions de 
ette �equation, on obtient lesdi��erents points �xes du syst�eme. Dans 
etteformulation, l' adve
tion inverse est permise, au 
ontraire du s
h�ema upstream, on peut obtenir3 points �xes physiques (les deux autres solutions �etant 
omplexes).
24



3.1.3 Mesure de la dissipationOn se propse dans 
ette partie de r�eutiliser le th�eor�eme de Liouville a�n d'estimer ladivergen
e du syst�eme dynamique.divSD � � _x1�x1 + � _x2�x2 + � _x3�x3 + � _y1�y1 + � _y2�y2 + � _y3�y3 (39)Soit � _x1�x1 = aÆ (x3 � x2)� 
� b (40a)� _x2�x2 = �a� (x1 � x3)� b (40b)� _x3�x3 = aÆ (x2 � x1)� Æ1� Æ 
 (40
)� _y1�y1 = �Æ (y3 � y2)� 
 (40d)� _y2�y2 = � (y1 � y3) (40e)� _y3�y3 = �Æ (y2 � y1)� Æ1� Æ 
 (40f)divSD = (Æ + �) (y1 � ax1)� (Æ + �) (y3 � ax3) � 2� Æ1� Æ + 1� 
� 2b (41)ave
 u = a [Æx1 � x2 + (1� Æ) x3℄� Æy1 + y2 � (1� Æ) y3I
i aussi, on ne peut dire
tement interpreter la divergen
e �etant donn�e sa d�ependan
erelative au point �xe.3.1.4 R�esultatsLes di��erents 
al
uls e�e
tu�es dans les deux 
hapitres pr�e
edents sont i
i �evalu�es num�eriquement,notamment la r�esolution de l'�equation du 
inqui�eme degr�e sur l'adve
tion. On peut ainsi voirles valeurs en temp�erature et en salinit�e de 
ha
une des bô�tes pour les trois solution physiquede point �xe (Tab. 7). U (Sv) 4.83 2.26 -2.23T1 (oC) 28.81 24.97 24.97T2 (oC) 0.09 0.01 0.01T3 (oC) -5.01 13.49 36.31S1 (psu) 35.74 37.87 35.14S2 (psu) 34.98 32.63 29.77S3 (psu) 34.82 35.46 37.58divSD (ans�1) -2.64 -2.45 -2.45Tab. 7 { R�esultats num�eriques aux di��erents points �xes.Ces r�esultats ont �et�e d�etermin�es ave
 des valeurs de param�etres suivant :V1 = 2:0 � 1016 m3 ; V2 = 4:0 � 1016 m3 ; V2 = 8:0� 1016 m3 ; S0 = 35:0 psu ;U0 = 4:0 � 107 m3 s�1 (kg m�3)�1 ; � = 0:1668 kg m�3psu�1 ; � = 0:781 kg m�3 K�1 ;
 = 3:858 � 10�8 s�1 ; T �1 = 295:15 K ; T �2 = 273:15 K ; FW = 4:44 � 106 psu m3 s�1 ;� = 4:0 � 106 m3 s�1On peut voir que 
e type s
h�ema 
entr�e ne permet pas de r�eduire de mani�ere signi�
ativela dissipation du syst�eme dynamique. Les deux formulations, upstream et 
entr�e, sont aussidissipatives.Nous pouvons aussi remarquer que 
omme pr�e
�edemment les points �xes r�ev�elent :25



{ un �etat d'�equilibre dont la 
ir
ulation est plutôt thermique,{ un dont la 
ir
ulation est plutôt haline,{ et un dernier de 
ir
ulation n�egative, moins int�eressant dans notre �etude mais qui esti
i permis.3.2 �Etude de stabilit�ePour 
ette �etude, nous utiliserons le même type de 
al
ul que 
eux e�e
tu�es pour le s
h�emaupstream. Nous r�e�e
rirons les variables ave
 le même type de notation, typique de l'�etude auxperturbations lin�earis�ees : xi = Xi+x0i et yi = Yi+ y0i (i = 1; 2; 3), tel que x0i � Xi et y0i � Yi.Apr�es la lin�earisation on arrive �a :_x01 = u0 (X3 �X2) + U �x03 � x02�+ 
 �x03 � x01�� bx01 (42a)_x02 = � �u0 (X1 �X3) + U �x01 � x03��� bx02 (42b)_x03 = Æ1� Æ �u0 (X2 �X1) + U �x02 � x01�+ 
 �x01 � x03�� (42
)_y01 = u0 (Y3 � Y2) + U �y03 � y02�+ 
 �y03 � y01� (42d)_y02 = � �u0 (Y1 � Y3) + U �y01 � y03�� (42e)_y03 = Æ1� Æ �u0 (Y2 � Y1) + U �y02 � y01�+ 
 �y01 � y03�� (42f)ave
 : u0 = a [Æx01 � x02 + (1� Æ) x03℄� Æy01 + y02 � (1� Æ) y03et U = a [ÆX1 �X2 + (1� Æ)X3℄� ÆY1 + Y2 � (1� Æ) Y3Ce syst�eme d'�equation peuvent être mis sous forme ve
torielle :0BBBBBB� _x01_x02_x03_y01_y02_y03
1CCCCCCA = A0BBBBBB� x1x2x3y1y2y3

1CCCCCCA (43)o�u A = � A11 A12A21 A22 � (44)ave
 :A11 =0� aÆ (X3 �X2)� 
� b �a (X3 �X2)� U a (1� Æ) (X3 �X2) + U + 
a�Æ (X1 �X3) + �U �a� (X1 �X3)� b a� (1� Æ) (X1 �X3)� �UÆ1�Æ [aÆ (X2 �X1)� U + 
℄ Æ1�Æ [�a (X2 �X1) + U ℄ Æ1�Æ [a (1� Æ) (X2 �X1)� 
℄ 1A (45)A12 = 0� �Æ (X3 �X2) (X3 �X2) � (1� Æ) (X3 �X2)��Æ (X1 �X3) � (X1 �X3) �� (1� Æ) (X1 �X3)Æ1�Æ [Æ (X2 �X1)℄ Æ1�Æ [� (X2 �X1)℄ Æ (X2 �X1) 1A (46)A21 = 0� aÆ (Y3 � Y2) �a (Y3 � Y2) a (1� Æ) (Y3 � Y2)�aÆ (Y1 � Y3) ��a (Y1 � Y3) �a (1� Æ) (Y1 � Y3)Æ1�Æ [aÆ (Y2 � Y1)℄ Æ1�Æ [�a (Y2 � Y1)℄ Æ (Y2 � Y1) 1A (47)A22 =0� �Æ (Y3 � Y2)� 
 (Y3 � Y2)� U � (1� Æ) (Y3 � Y2) + U + 
��Æ (Y1 � Y3) + �U �Æ (Y1 � Y3) �� (1� Æ) (Y1 � Y3)� �UÆ1�Æ [Æ (Y2 � Y1)� U + 
℄ Æ1�Æ [� (Y2 � Y1) + U ℄ Æ1�Æ [(1� Æ) (Y2 � Y1)� 
℄ 1A (48)26



De la même fa�
on que pr�e
�edemment, on extrait de la matri
e A les valeurs propres etve
teurs propres du syst�eme d'�equation en la diagonalisant. On peut ainsi obtenir pour lestrois type de 
ir
ulation, les trois points �xes et les modes qui y sont asso
i�es (Tab 8, Tab 9et Tab 10). ��1 (an) -0.72 -0.82 -40.68 -17.19�108.25i 1T 01 (oC) 0.2902 0.9739 -0.0046 0.0113�0.0060i 0.0000T 02 (oC) -0.9557 0.2269 0.0434 -0.0035�0.0176i 0.0000T 03 (oC) 0.0497 -0.0018 0.9963 0.9797 0.0000S01 (psu) 0.0012 -0.0000 -0.0204 0.1318�0.0737i 0.5774S02 (psu) -0.0036 0.0001 -0.0609 -0.1208�0.0236i 0.5774S03 (psu) 0.0015 -0.0001 0.0355 0.0275�0.0302i 0.5774u0 (Sv) -5.576 3.127 6.496 7.000�0.498i -3.6.073Tab. 8 { Temps relatif de (d�e)
roissan
e, p�eriode et stru
ture des modes autour de l'�etatd'�equilibre 
orrespondant �a un 
ux inter-bô�te de U = 4:83 Sv : On obtient des os
illations.��1 (an) -56.31 -565.77 +25.10 -0.81�0.01i 1T 01 (oC) -0.0270 0.0077 0.0576 0.9564 0.0000T 02 (oC) -0.0083 -0.0010 0.0286 0.2708�0.1087i 0.0000T 03 (oC) -0.7377 0.9820 -0.9058 -0.0051�0.0056i 0.0000S01 (psu) 0.6437 0.1441 0.3204 0.0019�0.0026i 0.5774S02 (psu) 0.0618 -0.1198 0.2005 0.0008�0.0011i 0.5774S03 (psu) -0.1918 0.0239 -0.1803 -0.0009�0.0012i 0.5774u0 (Sv) -6.256 6.977 -8.785 3.357�0.671i -36.073Tab. 9 { Temps relatif de (d�e)
roissan
e, p�eriode et stru
ture des modes autour de l'�etatd'�equilibre 
orrespondant �a un 
ux inter-bô�te de U = 1:84 Sv. On obtient un mode 
roissant,
e qui sugg�ere que l'�etat d'�equilibre est instable.��1 (an) -0.82 -0.94 -6.70 -67.90 -671.89 1T 01 (oC) 0.9805 0.9847 -0.4337 0.0269 0.0024 0.0000T 02 (oC) 0.1965 -0.1693 0.0678 -0.0036 0.0012 -0.0000T 03 (oC) -0.0018 0.0236 -0.5338 0.4025 0.9892 -0.0000S01 (psu) 0.0001 -0.0326 0.7048 -0.8823 -0.0428 0.5774S02 (psu) -0.0000 0.0050 -0.0967 -0.0381 -0.1208 0.5774S03 (psu) -0.0000 0.0056 -0.1279 0.2396 0.0711 0.5774u0 (Sv) 2.938 0.597 -2.431 4.501 7.404 -36.073Tab. 10 { Temps relatif de (d�e)
roissan
e, p�eriode et stru
ture des modes autour de l'�etatd'�equilibre 
orrespondant �a un 
ux inter-bô�te de U = �1:82 Sv.De 
es trois s�eries de r�esultats, on peut extraire trois 
ara
t�eristique de 
e type d'�e
oulement.{ La 
ir
ulation 
orrespondant �a U = 1:84 Sv est instable. D'apr�es l'analyse de stabi-lit�e, une des valeurs propres poss�ede une partie r�eelle positive , ��1 = +25,10 ans (letroisi�eme mode du tableau 9, not�e en gras). Dans notre r�egime de param�etre 
ette 
ir
u-lation verra don
 une perturbation grandir. D'ailleurs si l'on r�eint�egre num�eriquementles �equations non-lin�eaires globales, on peut noter que le point �xe U = 1:84 Sv bifurquenaturellement vers le point �xe de 
ir
ulation n�egative U = �1:82 Sv.{ On peut aussi voir que le point �xe 
orrespondant �a une 
ir
ulation de U = �1:82 Svne poss�ede que des valeurs propres r�eelles et n�egatives, 
e point apparait dans notre27



exp�erien
e 
omme stable.{ Nous pouvons aussi voir la pr�esen
e d'os
illations, en e�et elles sont pr�esentes pour lesdeux 
irulations positives. Mais on peut aussi remarquer que bien que pour la 
ir
ulationinstable de U = 1:84 Sv on a �r � �i (os
illation tr�es rapidement amortie), on a aussipour l'autre 
ir
ulation positive (U = 4:83 Sv) �r � �i. Dans 
ette exp�erien
e on peutvoir des os
illations, qui ne s'amortissent qu'en plusieurs p�eriode. Le lan
ement du pro-grame num�erique, prenant en 
ompte la globalit�e du mod�ele non-lin�eaire, montre aussila pr�esen
e d'os
illations. Ce même programe ne permettait pas de visualiser la varia-bilit�e jusqu'a maintenant (ni les os
illations dans le mod�ele upstream, ni les os
illationdu point �xe U = 1:84 Sv dans le mod�ele 
entr�e).3.3 In
uen
e du for�
age en eau dou
eOn se propse maintenant d'evaluer la d�ependan
e de la stabilit�e au for�
age en eau dou
e.On reprendra le même type d'exp�erien
e que pour le mod�ele upstream, mais i
i, on s'autorise�a �evaluer les points �xes entrainant des 
ir
ulations du type U < 0, �etant donn�e le s
h�ema dumod�ele (
entr�e). Pour iEP variant de 0.0 �a 3.0 m an�1 nous allons �etudier la stabilit�e de la
ir
ulation autour des di��erents ponts �xes permis par le mod�ele 
entr�e. Pour 
ette �etude nousreprendrons l'analyse en perturbation lin�earis�ee d�ej�a e�e
tu�ee pour la valeur de iEP = 1:0 mans�1. Le type de stabilit�e est repr�esent�e en fon
tion de la 
ir
ulation moyenne (point �xe)induite par les di��erentes valeurs prises par iEP (Fig. 14).
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Fig. 14 { Diagramme de bifur
ation des di��erents points �xes dans notre mod�ele 
entr�e.Nous pouvons voir que la bran
he sup�erieure poss�ede des os
illations stables, se d�estabilisant.Cette d�estabilisation s'op�ere sur les valeurs propres 
omplexes. Ce
i est 
ara
t�eristique d'unebifur
ation de Hopf.I
i aussi le 
hangement de param�etre entrâ�ne une forte variation de la 
ir
ulation, tout
omme pour le s
h�emaupstream, le s
h�ema 
entr�e montre une �evolution de 
omportement fa
eau 
ux d'eau dou
e. Il y a aussi une zone pour un indi
e de iEP = 1:0 �a 2.5 m an�1 o�u iln'y a plus de point �xe r�eel positif. On remarque la pr�esen
e d'os
illations sur 
ha
une destrois bran
hes. La 
ir
ulation positive de plus faible amplitude aparait toujours instable (sed�estabilisant vers les U < 0 pour retrouver le point �xe 
orrespondant �a un U < 0). De lamême fa�
on que pour le s
h�ema upstream la 
ir
ulation positive la plus forte, bien que stable28



dans un premier temps, se d�estabilise, mais i
i autour de 5 Sv. Cette d�estabilisation dans unr�egime os
illant se trouve être, 
omme pour la formulation upstream, une bifur
ation de Hopf(
'est la partie r�eelle de la valeur propre 
omplexe qui 
hange de signe pour devenir positive).
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Fig. 15 { On peut voir sur le graphique le 
hangement de signe de la partie r�eelle de la valeurpropre pour une 
ir
ulation � 5 Sv, dans notre mod�ele 
entr�e. Ce type de 
hangement de signeest appel�e bifur
ation de Hopf. On passe de spirales d�e
roissantes (�r < 0) vers un point �xeave
 
y
le limite (�r = 0) �a des spirales 
roissantes (�r > 0). On voit que le param�etre d'eaudou
e in
uen
e fortement la stabilit�e du point �xe.On peut voir 
ette bifur
ation (Fig. 15) et noter que pour le mode os
illant (�i 6= 0) ona bien �r qui 
hange de signe. Ce type de raisonement laisse supposer l'existen
e d'un 
y
lelimite (�r = 0), il y aurait �a 
ette endroit os
illations perp�etuelles possibles.On rappelle que le param�etre f de pr�e
ipitation/�evaporation n'est pas dire
tement pr�esentdans notre analyse lin�eaire. En fait, f a pour seul e�et de 
hanger l'�etat moyen du syst�eme(la valeur des points �xes), qui eux sont pr�esents dans les �equations aux perturbations.3.4 Int�egration non-lin�eaireA�n de valider notre analyse pr�e
�edente, nous allons r�esoudre num�eriquement les �equationsd'�evolution du mod�ele 
entr�e. Dans un premier temps, nous pouvons remarquer la parfaitestabilit�e de la 
ir
ulation n�egative dans notre r�egime de param�etre. Nous 
ommen�
ons parlan
er une exp�erien
e de la 
ir
ulation positive forte (Fig. 16). Nous pouvons voir nettementdes os
illations dont la signature en salinit�e 
omme le pr�evoyait l'�etude th�eorique. On peuten outre remarquer la plus forte signature de la temp�erature sur la densit�e par rapport �a lasalinit�e, 
omme le montrait les valeurs th�eorique en 
e point �xe, l'�e
oulement est plutôt for
�epar la temp�erature.Une deuxi�eme exp�erien
e est de faire tendre la 
ir
ulation positive forte vers son pointde bifur
ation tout en restant dans son domaine de stabilit�e (on prendra iFW < i
FW o�u i
FWrepr�esente le param�etre 
ritique de bifur
ation). Pour respe
ter 
e r�egime on prend iFW = 0:24m an�1 soit U = 2:02 Sv. On e�e
tue alors deux int�egrations, pour les deux 
ir
ulationspositives (faible, Fig. 17 et forte, Fig. 18), la derni�ere 
ir
ulation n'ayant que peu d'int�erêtpuisqu'elle reste amortie et sans variabilit�e dans 
e r�egime de param�etre (
omme le pr�edisaitnotre analyse). On remarque que pour la 
ir
ulation positive faible il y a d�estabilisation, 
omme29
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Fig. 16 { Int�egration non-lin�eaire du mod�ele 
entr�e dans un �etat stable loin de la bifur
ation(iFW = 0:1 m ans�1 et U = 4:84 Sv). Il y a des os
illations tr�es amorties. On remarque laplus grosse siganture sur la densit�e de la temp�erature et la plus forte signature en variabilit�ede la salinit�e.le pr�evoyait le diagramme de bifur
ation, le 
hangement de point �xe s'e�e
tue au pro�t dela 
ir
ulation n�egative. En revan
he la pr�esen
e d'os
illation n'aparait pas 
omme �evidente.La 
ir
ulation positive forte apparait quantitavement 
omme ayant le même 
omportementque 
elui d�e
rit dans les paragraphes pr�e
�edents, il apparait aussi que pour la premi�ere fois latemp�erarture (dans la bô�te 3) poss�ede une tra
e de variabilit�e.La derni�ere exp�erien
e(Fig. 19) nous am�ene �a regarder le 
omportement de la 
ir
ulationpositive apr�es le point de bifur
ation, dans 
e r�egime de param�etre l'analyse pr�e
�edente nouslaisse penser que la 
ir
ulation doit se d�estabiliser en os
illant vers un autre �etat d'�equilibre,
'est un point �xe spiral. On peut voir que 
e point �xe est bien instable et se d�estabilise ave
apparition de variabilit�e. On remarque d'ailleurs de forte os
illations de la salinit�e mais ausside la temp�erature de la bô�te 3.La 
omparaison de 
es trois exp�erien
es, nous am�ene �a voir que l'augmentation de l'indi
ed'�evaporation/pr�e
ipitation entrâ�ne une augmentation du rôle de la salinit�e sur la 
ir
ulationpositive forte. On peut le voir par le fait que 
ette 
ir
ulation diminue (le gradient de salinit�es'oppose �a la 
ir
ulation positive) et aussi par le fait que la signature en densit�e de la sali-nit�e (�S) est de plus en plus pro
he de 
elle en temp�erature (�T ), si l'on 
ompare les troisexp�erien
es des Fig. 16, 18 et 19.
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BOIT3Fig. 17 { Int�egration non-lin�eaire du mod�ele 
entr�e dans un �etat stable pr�es de la bifur
ation(iFW = 0:24 m ans�1 et U = 2:02 Sv). On remarque la plus grosse signature sur la densit�e dela temp�erature et la plus forte signature en variabilit�e de la salinit�e.
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Fig. 18 { Int�egration non-lin�eaire du mod�ele 
entr�e dans un �etat stable pr�es de la bifur
ation(iFW = 0:24 m ans�1 et U = 4:82 Sv). Il y a des os
illations. On remarque la plus grossesiganture sur la densit�e de la temp�erature et la plus forte signature en variabilit�e de la salinit�e.
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entr�e dans un �etat instable pr�es de la bifur
ation(iFW = 0:3 m ans�1 et U = 4:81 Sv). Il y a des os
illations. On remarque la plus grossesignature sur la densit�e de la temp�erature et la plus forte signature en variabilit�e de la salinit�e.
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4 Con
lusionDans le but d'�etudier la variabilit�e et la stabilit�e de la 
ir
ulation thermohaline, nousavons mod�elis�e 
elle-
i par un mod�ele en bô�tes. Ce mod�ele 
onsiste �a s�eparer la 
ir
ulationen trois bô�tes, l'une repr�esentant la zone tropi
ale de surfa
e (thermo
line), une autre lazone polaire et la derni�ere bô�te repr�esentant la zone tropi
ale abyssale. En param�etrisantla 
ir
ulation 
omme la di��eren
e de densit�e existant entre les bô�tes (Stommel, 1961) et enutilisant di��erentes formulations des �equations dynamiques, nous avons �etudi�e la stabilit�e dusyst�eme.Cette �etude s'est faite par la r�esolution des di��erents points �xes puis une analyse destabilit�e lin�eaire et en�n une v�eri�
ation de 
es r�esultats par une m�ethode d'int�egratiomnum�erique des formulations non-lin�eaires. Dans un deuxi�eme temps nous avons �evalu�e lesdi��erents sous-syst�emes permettant d'expliquer la stabilit�e et les m�e
anismes os
illatoires dusyst�eme global.Le premier r�esultat qui ressort de 
es analyses est l'existen
e d'os
illation dans les deuxdi��erentes formulations introduites. Nous avons pu d�eterminer un mod�ele minimal os
illant, o�ula 
ir
ulation est for
�ee prin
ipalement par la temperature, la salinit�e apporte une r�etroa
tionpositive et la troisi�eme bô�te agit 
omme un d�elai pour les deux s
h�emas �etudi�es. Un autrer�esultat important est la forte d�ependan
e des os
illlations �a l'amplitude du for�
age de salinit�e.En e�et la signature de salinit�e sur la variabilit�e et les m�e
anismes physiques qu'elle entraine,
omme la r�etroa
tion positive sur la 
ir
ulation, nous laisse penser qu'elle est l'�el�ement prin
i-pal des os
illations. Le sous-mod�ele de salinit�e en tra
eur a
tif, qui poss�ede des 
ara
t�eristiquestr�es pro
hes du syst�eme global, nous 
on�rme aussi 
ette hypoth�ese. Le dernier r�esultat fon-damental est l'existen
e d'une bifur
ation de Hopf dans tous nos mod�eles, 
e qui entrâ�nel'existen
e d'un 
y
le limite et don
 la possibilit�e d'avoir des os
illations perp�etuelles, malgr�edes s
h�emas qui restent tr�es dissipatifs.Il faut tout de même souligner que 
es r�esultats restent extr�emement th�eoriques, �etantdonn�e la forme de la formulation, qui est une param�etrisation tr�es id�ealis�ee de la r�ealit�e.Ces r�esultats demandent don
 �a être 
on�rm�es par des mod�eles plus r�ealistes 
omme unmod�ele bidimensionnel latitude{profondeur (Wright et Sto
ker, 1991; S
hmidt et Mysak,1996), ou en
ore un mod�ele tridimensionnel de 
ir
ulation o
�eanique. La possibilit�e d'os
illa-tions perp�etuelles nous fait penser �a in
lure une variabilit�e saisonni�ere autour du 
y
le limite,et de voir l'in
uen
e d'un for�
age non-stationnaire sur les os
illations induites par le mod�ele.
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Annexe 1 : solutions de l'�equation 
ubique du s
h�ema upstreamLes trois solutions de l'�equation 
ubique :u3 + b1 + �u2 + �Æf � Æab1 + � (1� x�)�u+ Æbf1 + � = 0 (49a)sont : u1 = 16 R 1321 + � � 23R3 � 13 b1 + � (49b)u2 = � 112 R 1321 + � + 13R3 � 13 b1 + � + i3 122 0�16 R 1321 + � + 23R31A (49
)u3 = � 112 R 1321 + � + 13R3 � 13 b1 + � � i3 122 0�16 R 1321 + � + 23R31A (49d)ave
 :R1 = Æ(4fb+ 24Æf�+ 16Æf� + 16Æ2f3�+ 4Æ2f3�4 � 4Æ2a3b3� Æa2b4 + 8Æf2b2 + 4Æ2f3 � 12Æ2f2ab+ 16Æf2�b2 + 8Æf2�2b2 + 12Æ2fa2b2+ 20Æfab3 � 4Æ2a3b3�+ 12Æ2a3b3x� � 12Æ2a3b3x�2 + 2Æa2b4x�+ 4Æ2a3b3x�3 � Æa2b4x�2 + 24Æ2fa2b2�� 24Æ2fa2b2x�+ 12Æ2fa2b2�2 + 20Æfab3�+ 12Æ2fa2b2x�2 � 20Æfab3x�� 36Æ2f2ab�+ 12Æ2f2abx� + 36Æ2f2abx��� 36Æ2f2�2ab+ 36Æ2f2�2abx� � 12Æ2f2�3ab+ 12Æ2f2�3abx� � 48Æ2fa2b2x��� 24Æ2fa2b2�2x� + 24Æ2fa2b2x�2�+ 12Æ2fa2b2x�2�2 � 20Æfab3x��+ 12Æ2a3b3x��� 12Æ2a3b3x�2�+ 4Æ2a3b3x�3�) (49e)R2 = �72Æbf � 144bÆf� � 72bÆf�2 � 36Æab2 � 36Æab2�+ 36Æab2x� + 36Æab2x��� 8b3 + 12 (3R1) 12 + 12� (3R1) 12 (49f)R3 = 3Æf + 6Æf�+ 3Æf�2 � 3Æab � 3Æab�+ 3Æabx� + 3Æabx��� b2(1 + �)R 132 (49g)
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Annexe 2 : r�esolution de l'�etat d'�equilibre en s
h�ema 
entr�eU (x3 � x2) + 
 (x3 � x1) + b (1� x1) = 0 (50a)�U (x1 � x3) + b (x� � x2) = 0 (50b)U (x2 � x1) + 
 (x1 � x3) = 0 (50
)U (y3 � y2) + 
 (y3 � y1) + f = 0 (50d)U (y1 � y3)� f = 0 (50e)U (y2 � y1) + 
 (y1 � y3) = 0 (50f)On retire de l'�equation (50b) que :x2 = �Ub (x1 � x3) + x� (51)Cette �equation �etant r�einje
t�ee dans les �equations (50a) et (50
) on obtient le syst�eme de deux�equations �a deux in
onnues :x1��U2b � U + 
�� x3��U2b + 
�+ Ux� = 0 (52a)x3��U2b + U + 
�� x1��U2b + 
+ b�� Ux� + b = 0 (52b)Si on additionne 
es deux derni�eres relations on obtient :x3 = x1�1 + bU�� bU (53)En 
ombinant 
e dernier r�esultat ave
 l'expression (52a) on arrive �a :x1 = �+ b
U2 + x��+ b
U2 + 1 (54a)On en d�eduit les valeurs de x2 et x3 par (51) et (53) :x2 = ��+ b
U2 + x��+ b
U2 + 1 �+ �+ x� (54b)x3 = �+ b
U2 + x��+ b
U2 + 1 �1 + bU�� bU (54
)De la même fa�
on on peut retirer de (50e) :y3 = y1 � fU (55)Ce
i �etant r�einje
t�e dans (50d) et (50f) on arrive �a :U (y1 � y2)� f
U (56a)U (y2 � y1) + f
U (56b)36



Ces deux relations �etant �equivalentes, on trouve :y2 = y1 � f
U2 (57)Pour r�esoudre totalement le syst�eme on passe par la 
onservation de la salinit�e (y1 + y2=� +y3 (1� Æ) =Æ = 1 ++1=�+ (1� Æ) =Æ) en y inje
tant (55) et (57) :y1 = 1 + fU 1�ÆÆ + 
�U1 + 1�ÆÆ + 1� (58a)En r�eutilisant (55) et (57) on trouve :y2 = 1 + fU 1�ÆÆ + 
�U1 + 1�ÆÆ + 1� � f
U2 (58b)y3 = 1 + fU 1�ÆÆ + 
�U1 + 1�ÆÆ + 1� � fU (58
)Il suÆt maintenant d'�e
rire les expressions (58a{58
) et (54a{54
) dans la formulation de U :U = a [Æx1 � x2 + (1� Æ) x3 � Æy1 + y2 � (1� Æ) y3℄ (59)On a alors :(�+ 1)U5 + [b
� ab (1� Æ) (x� � 1)� f (�+ 1) (1� Æ)℄U3+ [f
 (�+ 1) + ab
 (x� � 1)℄U2 � fb
 (1� Æ)U + fb
2 = 0 (60)
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